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  摘  要:  在快速时变信道环境下, 由于子载波间干扰( ICI)的影响, 传统 OFDM系统性能有较大下降. 本文提出了

一种基于分数阶傅里叶变换的OFDM系统,它用分数阶傅里叶变换代替傅里叶变换进行子载波调制与解调;同时, 文中

给出了最优分数阶傅里叶变换阶次的选取方法,并根据最小均方误差(MMSE)准则设计了分数阶傅里叶域乘性滤波器在

接收端进行均衡. 分析和数值仿真结果表明,最优分数阶傅里叶域的乘性滤波算法较频域方法有更好的均衡效果.
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Abstract:  The performance of traditional OFDM system is greatly degraded in time2varying fading channel due to the inter2

carrier interference ( ICI ) . This paper proposes an OFDM system based on the fractional Fourier transform in which traditional

Fourier transform is replaced by fractional Fourier transform to modulate and demodulate the symbols. The algorithm for selecting

the optimal order of fractional Fourier transform is derived. Moreover, the multiplication filter in fractional Fourier domain is de2

signed according to the minimum mean square error (MMSE) criterion to equalize the received signal. Theoretical analysis and nu2

merical simulation results show that the proposed equalizer in optimal fractional Fourier domain can significantly improve the perfor2

mance of OFDM compared with Fourier domain equalizer.
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1  引言

  正交频分复用(OFDM)技术是一种无线环境下的高

速传输技术,其主要思想是在频域内将给定信道分成若

干正交子信道,在每个子信道上使用一个子载波进行调

制,各子载波间并行传输[ 1] .对于时间弥散(频率选择性

衰落)信道,每个子信道上进行的都是窄带传输,信号带

宽小于信道的相干带宽,因此可以大大消除符号间干扰

(ISI)的影响.同时,由于在 OFDM系统中各个子信道的

载波相互正交,它们的频谱可以相互重叠, 这样又提高

了频谱利用率.

然而,对于双弥散信道(或者说时频双选信道) ,普

通的OFDM系统中子载波的正交性易受到破坏, 产生子

载波间干扰( ICI) ,从而造成系统性能的快速下降, 这种

情况常发生在快速时变的无线信道中.针对这种情况,

研究人员近年来提出了一系列减小 ICI 影响的方

法[ 2~ 7] , 包括时域滤波[ 2]、利用循环前缀[ 3]、级数展

开[ 4]、卡尔曼滤波[ 5]等方法.但这些方法较为复杂,有较

大的运算量,也没有从改变子载波基的角度考虑更简单

而有效的方法.文献[ 6, 7]中的简化均衡方法虽然运算

量有所降低,但当信道变化较快时,系统性能无法得到

保证.

本文介绍的适用于快速时变信道的OFDM系统采

用分数阶傅里叶变换 ( FRFT)来进行子载波调制与解
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调,其子载波基信号为线性调频 ( LMF)信号. 由于分数

阶傅里叶变换存在快速算法,所以子载波调制与解调

的计算复杂度与传统OFDM中傅里叶变换算法复杂度

相当,同时和频域(傅里叶域)均衡相比, 在时变信道环

境下分数阶傅里叶域的均衡算法可以获得更好的误码

率性能.文章第二部分介绍了基于分数阶傅里叶变换

的OFDM系统模型;第三部分介绍最优分数阶傅里叶域

的选择,以及分数阶傅里叶域的滤波均衡算法; 第四部

分给出了仿真结果,并对结果进行了分析,说明了算法

的有效性;第五部分总结全文.

2  基于分数阶傅里叶变换的 OFDM系统

211  分数阶傅里叶变换及其离散实现

分数阶傅里叶变换是傅里叶变换的一种广义形

式.作为一种新的时频分析工具,分数阶傅里叶变换可

以解释为信号在时频平面内坐标轴绕原点逆时针旋转

某一角度后构成的分数阶傅里叶域上的表示方法
[8, 9] .

信号 x( t)的 FRFT定义为[9] :

Xp( u)= Fp[ x( t ) ] ( u)= Q
+ ]

- ]
x( t) Kp( t, u) dt ( 1)

其中: p= 2A/ P为 FRFT的阶次, A为分数阶傅里叶域与

时域的夹角, Fp[# ]为 FRFT算子符号, Kp ( t, u)为 FRFT

的变换核:
Kp ( t , u)

=

1- j cotA
2P

exp j
t2+ u2

2
cotA- jut cscA , AX nP

D( t- u) ,        A= 2nP

D( t+ u) ,        A= (2n ? 1)P

( 2)

FRFT的逆变换为:

x( t )= Q
+ ]

- ]
Xp( u) K2p( t , u) du ( 3)

在实际应用中,往往需要计算离散形式的 FRFT(即离

散分数阶傅立叶变换, DFRFT) .目前已有几种不同类型的

DFRFT快速算法, 如分解型快速算法[10]和直接采样算

法[11]等,它们具有不同的精度和计算复杂度.为保证在通

信接收端能恢复发送序列, 本文采用了文献[11]中的算

法,该算法在保持同传统离散傅里叶变换算法复杂度相当

的情况下(计算复杂度为 O( P log2P ) , P 为采样点数) ,通

过对输入输出采样间隔的限定,使DFRFT的变换核保持

正交性,从而可以使经过正反两次变换后得到的序列和原

序列完全一致.

文献[11]指出,对 FRFT的输入输出分别以间隔 $ t

和 $ u 进行取样,当分数阶傅里叶域的输出采样点数 M

大于等于时域输入采样点数N,并且采样间隔满足

$ u#$ t= | S | #2P#sinA/ M ( 4)

其中| S| 是与M 互质的整数(常取为 1) ,DFRFT可以表示

为:

XA( m)= AA#e
( j / 2)cotA#m

2
$ u

2

@ E
N- 1

m= 0
e( j/ 2)#cotA#n

2
#$ t

2

e
- j# sgn( sinA)#2PnmM #x( n) ,  当 AXD#P ( 5a )

XA( m)= x(m) ,  当 A= 2DP ( 5b)

和 XA( m)= x( - m) ,  当 A= (2D+ 1)P ( 5c)

其中 AA=
sgn( sinA)# ( sinA- cosA)

M
, D为整数.

为了简化计算,通常取 M= N, 这样,当 AXD#P

时,式( 5a)可以写成如下矩阵形式:

X= FA# x ( 6)

其中 X= [ XA( 0) , XA( 1) , , , XA( N- 1) ]T, x = [ xA( 0) ,

xA( 1) , , , xA( N- 1) ] T, FA为N @N矩阵,其元素为

  FA( m, n)= AAe
( j/ 2) cotA#m

2
#$u

2

#e( j/ 2)cotA#N
2
#$ t

2

#e
- j sgn ( sinA)#2P#m# n

N

同样,逆变换可以写为:

x= F2A#X ( 7)

其中 F2A= FH
A.

212  信道模型

时变多径信道对于传输信号的影响可以用一个线

性时变系统来描述. 假设发送的序列为 x( n) , 那么通

过时变信道后得到的输出序列 y( n)可以表示为:

y( n)= E
L- 1

l= 0

h( n, l ) x( n - l)+ G( n) ( 8)

其中 h( n, l )是 n 时刻( n= 0, 1, , , N - 1)第 l 个延迟

抽头的冲激响应, G( n)表示具有方差 R2G的加性高斯白

噪声.在本文中,假设时变信道服从通常的广义平稳非

相关散射[12] ,并且多载波系统的保护间隔大于信道最

大时延 L.如果将发射和接收序列分别用列向量 x= [ x

( 0) , x(1) , , , x( N- 1) ]T 和 y= [ y( 0) , y( 1) , , , y( N

- 1) ]T 表示,那么式(8)可以写为:

y= H#x+ G ( 9a )

其中 H =
h(0, 0) 0 , 0 0

h(1, 1) h(1, 0) , 0 0

s h(2, 1) w s s

h( L- 1, L- 1) s w s s

0 h( L, L- 1) s s s

s 0 s 0 s

s s s h( N- 2, 0) 0

0 0 , h( N- 1, 1) h(N - 1, 0) N@N

为信道传输矩阵, G为加性高斯白噪声向量.

当在发射信号 x 中加入循环前缀, 并在接收端去

掉后,等效的信道传输矩阵变为 �H ,且有[1] :

y= �H #x+ �G ( 9b)

其中

410   电   子   学   报 2007 年



�H =

h( 0, 0) 0 , 0 h(0, L- 1) , h( 0, 1)

s h( 1, 0) , 0 0 w s

h( L- 2, L- 2) s w s s s h( L- 2, L- 1)

h( L- 1, L- 1) h( L- 1, L- 2) s h(N- L, 0) s s 0

s h( L, L- 1) s s h(N - L+ 1, 0) s s

s s w h(N - 2, L- 2) s w s

0 0 , h(N - 1, L- 1) h(N - 1, L- 2) , h(N- 1, 0) N @N

�G仍为加性高斯白噪声向量.

213  基于分数阶傅里叶变换的 OFDM系统

在OFDM系统中,高速的串行数据流被分成多个并

行的低速数据流, 然后分别调制到不同的正交子载波

上进行传输,从而延长符号周期,有效应付多径效应引

起的符号间干扰影响.传统的OFDM系统中,通常以正

交的复指数信号作为子载波,通过逆离散傅里叶变换

( IDFT)和离散傅里叶变换 ( DFT)实现子载波调制与解

调.设发射端的离散时间信号经数字调制、插入导频后

可用 d k表示,并且 E{| d k |
2}= 1,系统每个 OFDM符号

子载波的个数为 N, 并且每个子载波上的符号能量为

Es= 1,则未加循环前缀的基带信号可以表示为:

s ( n)=
1

N
E
N- 1

k= 0
d ke j2Pnk / N,  n= 0, 1, , , N- 1 (10a)

或用矩阵形式表示为:

s= F H#d ( 10b)

其中 FH 为傅里叶逆变换矩阵, d = [ d( 0) , d ( 1) , , , d

(N- 1) ]T .

在接收端,根据式( 9b) ,去掉循环前缀并做离散傅

里叶变换后得到的基带接收信号为:

y= F#�H#F H# d+ F#�G= H#d+ F#�G ( 11)

其中 H= F# �H# FH.

当信道为非时变时, 等效信道矩阵 �H 为一循环矩

阵,它可以很容易地被傅里叶变换矩阵对角化,使得 H

= diag[H( 0) ,H ( 1) , , , H(N- 1) ] (其中H ( n)= E
L- 1

l= 0

h

( l ) exp( - j2Pnl /N ))为一对角阵, H 的元素即为时不变

信道的频域响应.因此,在接收端通过简单的单抽头的

频域均衡器即可恢复原发射信号.

然而,当信道为时变时,信道矩阵 �H 不再是循环矩

阵,它将无法再被傅里叶变换对角化,即 H 将不再是对

角阵,而是一个一般方阵. H 对角线以外元素的作用即

对应子载波间的干扰,因此,如果能够增大 H 对角线上

元素的比重,同时减小对角线外元素的比重,即尽量使

H 趋于对角化,便可减小 ICI的影响,从而达到更好的

均衡效果.于是,我们应用分数阶傅里叶变换代替传统

OFDM系统中的傅里叶变换, 并寻找使 H 具有更好对

角化特性的分数阶傅里叶变换阶次,设计基于分数阶

傅里叶变换的OFDM系统,实现更好的传输效果.

基于分数阶傅里叶变换的 OFDM系统框图如图 1

所示.经过串并变换后的数据,通过分数阶傅里叶逆变

换进行子载波调制, 这样用来调制并行数据的子载波

信号变为具有相同调频率、不同中心频率的线性调频

信号.

  在接收端,为了选择和时变信道最匹配的分数阶

傅里叶域进行传输,需要在接收端进行信道估计,以及

最优分数阶傅里叶域的选择.具体最优分数阶傅里叶

域的选择算法将在下面做详细介绍, 而时变信道的估

计方法可参看相关文献 [ 13, 14] ,具体信道估计算法超

出了本文的研究范围不再赘述. 在选出最优阶次分数

阶傅里叶域后,最优阶次信息通过一定通道反馈给发

射端,于是发射和接收端用此选定的最优阶次的分数

阶傅里叶变换进行子载波调制与解调.接收端经过分

数阶傅里叶变换后的信号, 将在分数阶傅里叶域按最

小均方误差准则设计乘性滤波器进行均衡,均衡算法

也将在下面给出.均衡后的信号经过数字解调,信道解

码等操作后形成接收机输出.

3  最优阶次分数阶傅里叶域选择及分数阶傅里叶

域均衡

  根据分数阶傅里叶变换的定义及式( 7) ,设第 i 个

OFDM符号为

s= F2A#dA ( 12)

其中 dA= [ dA( 0) , dA( 1), , , dA(N - 1) ]T 和 s= [ s( 0) ,

411第  3 期 陈恩庆:一种基于分数阶傅里叶变换的OFDM系统及其均衡算法



s( 1) , , , s(N - 1) ]T 分别为数据向量和子载波调制后

的向量.

在接收端,去掉保护间隔后的接收信号为

r= �H# s+ �G ( 13)

进行离散分数阶傅里叶变换后可表示为

 y= F A# r= FA#�H #F2A#dA+ FA#�G= HA#dA+ GA ( 14)

其中 HA= FA#�H #F2A为N @N 矩阵,其元素为 hA( k , n)

( k , n= 0, 1, , , N- 1) ; GA= FA#�G为噪声的分数阶傅里

叶变换,仍为高斯随机向量.如果将 HA表示为

HA= Hu
A+ H ICI

A ( 15)

那么式(14)又可写为

y= Hu
A#dA+ HICI

A # dA+ GA ( 16)

其中 Hu
A= diag( hA( k, k)) , k= 0, 1, , , N - 1 和 H ICI

A 分

别为分数阶傅里叶域等效信道矩阵HA对角线上和对

角线外元素组成的矩阵,它们分别对应有用信号 su: =

Hu
A# dA和子载波间的干扰信号sICI : = H ICI

A #dA.

由式(16) ,为了达到最优的均衡效果, 应尽量增大

有用信号而减小 ICI, 所以可以选择使 ICI信号和有用

信号具有最小能量比值的分数阶傅里叶域进行子载波

调制、解调及均衡.由此,定义目标函数为

EA=
E[ sHICIsICI]
E[ sHusu]

( 17)

假设所传输的数据间相互独立并且具有相同的统

计特性,即 E[ dHAdA]= I ( I 为单位阵) ,那么目标函数又

可以写为

EA=
+ H ICI

A + 2

+ Hu
A+ 2 ( 18)

其中 + # + 表示矩阵 Frobenius 范数. 这样, 用来传输数

据的最优分数阶傅里叶域即可选为使式( 18)有最小值

的 A角所对应分数阶傅里叶域.当选出的使目标函数

值为最小的分数阶傅里叶变换阶次恰好为1时,基于分

数阶傅里叶变换的OFDM系统即转化为传统的基于傅

里叶变换的OFDM系统.

下面不妨设选出的最优分数阶傅里叶域所对应的

角度为 Aopt,我们将在 Aopt对应分数阶傅里叶域推导基

于最小均方误差 (MMSE)准则的乘性滤波器,实现对接

收信号的均衡.

设分数阶傅里叶域乘性滤波器用 G表示, G= diag

( gk, k) , k= 0, 1, , , N- 1,则经过乘性滤波器均衡后的

信号可以表示为

d̂Aopt
= G#y ( 19)

其中 d̂Aopt
= [ d̂Aopt ( 0) , d̂Aopt ( 1) , , , d̂Aopt

( N - 1) ] T. 根据

MMSE准则,滤波器 G应使如下误差函数达到最小

J k= E{| d̂Aopt( k) - dAopt( k) |
2} ( 20)

由线性最小均方误差的正交条件,滤波器 G中各

滤波算子g k, k( k= 0, 1, , , N- 1)应满足如下关系

E{[ d̂Aopt( k) - dAopt( k) ] y
* ( k) }= 0 ( 21)

即:

E{d̂Aopt( k) #y* ( k) }= E{dAopt
( k)#y * ( k)} ( 22)

将式( 19)代入式( 21) ,于是得到分数阶傅里叶域乘

性滤波算子为

gk, k=
E{dA

opt
( k) y * ( k) }

E{y( k) y* ( k) }
( 23)

当信道矩阵 H 已知时,又可由式( 14)得:
gk, k

=

E E
N

n1= 1

hA
opt
( k, n1)dA

opt
(k) d*A

opt
( n1) + dA

opt
( k) G*A

opt
( k)

E E
N

n
1
= 1

hA
opt

( k, n1) dA
opt
( n1) E

N

n
2
= 1

h*A
opt
( k, n2) d

*
A
opt
( n2) + GA

opt
(k) G*A

opt
( k)

( 24)

根据数据间独立同分布的假设,并假设数据与噪声间

也是相互独立的,式( 24)还可以进一步简化为:

 gk , k =
hA

opt
( k , k)

E
N

n= 1

hA
opt
( k , n) h *

A
opt
( k, n) + E{ GA

opt
( k) G*A

opt
( k) }

( 25)

至此,我们给出了信道矩阵已知时,最优分数阶傅

里叶域选择方法以及分数阶傅里叶域乘性滤波均衡器

设计方法.

4  仿真结果

  为了验证所提出算法的有效性,本文进行了Monte

Carlo仿真.仿真中,假设信道为广义平稳非相关散射多

径信道,多径条数为 3条,其中一条为直达路径,另两条

路径相对于直达路径的衰减均为 3dB.基于分数阶傅里

叶变换的OFDM系统子载波数为个, 其中数据子载波

52个,导频子载波 12个,每个OFDM符号的采样序列为

64点,循环前缀长度为 16,数字调制方式为QPSK, 每帧

由 80个符号组成.选取归一化多普勒频移为 0115, 图 2

给出了应用不同阶次分数阶傅里叶变换进行子载波调

制/解调时,目标函数 EA的大小.从图中可以看出,当阶
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次 p= 1101 时, EA取得最小值, 因此选择该阶分数阶傅

里叶域进行子载波调制、解调与均衡.

图 3给出了在 p = 1101阶分数阶傅里叶域进行均

衡所得归一化后的估计误差与传统OFDM在频域进行

均衡所得归一化估计误差的性能比较.从图中可以看

出,在该分数阶傅里叶域进行均衡得到的误差性能较

频域均衡的误差性能有明显提高. 图 4为基于该阶次

FRFT的OFDM系统与传统OFDM系统的误码率性能比

较,其中所给出的系统误码率曲线为未经过信道编解

码的原始误码率.由图 4 可以发现,基于分数阶傅里叶

变换的 OFDM( FRFT2OFDM) 系统误码率性能较传统

OFDM( FT2OFDM)系统有较大改善, 可以达到更低的误

码率水平.图 5 则给出了 8QAM和 16QAM调制方式下

基于分数阶傅里叶变换的 OFDM系统与传统OFDM系

统的原始误码率性能的比较,从图中可以看出,在与图

4同样的信道环境下, 由于数字调制位数的增加,传统

OFDM系统与基于 FRFT的 OFDM系统性能均有下降,

但本文提出的系统及算法性能仍较传统 OFDM系统性

能有所改善.

5  结论

  本文针对OFDM系统在时变多经信道环境下由于

子载波间干扰性能严重下降的问题,提出了用分数阶

傅里叶变换代替傅里叶变换进行子载波调制与解调,

并且给出了选择最优分数阶傅里叶变换阶次的方法,

即以子载波间干扰与有用信号能量比为目标函数, 寻

找使其最小化的分数阶傅里叶变换阶次进行子载波调

制与解调.同时,本文还根据最小均方误差准则推导了

分数阶傅里叶域乘性滤波器, 以此对子载波解调后的

信号在分数阶傅里叶域进行均衡. 计算机仿真结果表

明,在存在较大多普勒频移的情况下,本文提出的基于

分数阶傅里叶变换的 OFDM 系统误码率较传统OFDM

系统有较大改善.
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